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olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktasy vardir. 0 < 6 < 1 olacak sekilde bir

0 saysy icin ¢ = a+ 0(b — a) olacagindan bu bagint

f) = fla) _ f'(a+0(b—a))
g() —g(a)  g(a+0(0b—a))

seklinde yazilabilir.

,0<0<1 (4.38)

4.4.1 Cozumliu Problemler

(1) f, fonksiyonu

(a) f, [zo,x,] lizerinde n — 1 mertebeden siirekli tiirevlenebilirdir,
(b) f, (zo,x,) lizerinde n. mertebeden tiirevlenebilirdir,

(¢) w9 < 1 < +++ < Ty < x, olmak lizere f(xg) = f(xy) = -+ =
f(z,) kosullar saglanmyorsa ,f™(c) = 0 olacak sekilde en az bir

¢ € (xg, ;) noktasi vardir. Gosteriniz.

Coztiim: Her [z;_1,2;]) (i = 1,2,...,k) araligh iizerinde f(x) fonksiy-
onu icin Rolle teoreminin kosullar1 saglandigindan, f’(¢;) = 0 ola-
cak sekilde bir ¢; € (x;_1,2;) noktalar1 vardir. Her [cj,¢c;11] (J =
1,2,...,n — 1) araliginda f’ fonksiyonu icin Rolle teoreminin kosullar
saglandigindan, (f')'(d;) = f”(d;) = 0 olacak sekilde bir d; € (cj, cji1)
noktalar1 vardir. Benzer sekilde, devam ederek f~Y(&,) = 0 olacak
sekilde n — (n — 2) = 2 tane &, € (o, 7,)(&1 < &) noktalarimin
varhgm elde ederiz. f™~1)(2) fonksiyonu icin [£1,&,] arahiginda Rolle
teoreminin kosullar1 saglandigindan (f™=Y)(c) = f™(c) = 0 olacak

sekilde bir ¢ € (&1, &) noktasinin var oldugu anlasilir. ¢
(2) Eger, reel katsayil
P,(z) = apz" + a1z" ' + -+ ap_17 + a,, ag#0

polinomunun kékleri reel ise, bu polinomun P,/ (), P,"(z), ..., P,V (x)

tirevlerinin de kokleri reeldir. Gosteriniz.
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Coziim: P, (x) polinomunun kokleri zp < 27 < -+- < x,_1 € R ol-
sun. Eger, x; # x;4,j = 0,1,2,...,n — 1 ise, Problem (1) den dolay1
P,/(z) = 0 denkleminin n — 1 tane reel, P,"”(xz) = 0 denkleminin n — 2
tane reel ,v.s. P, ?(z) = 0 denkleminin bir tane reel kkii vardir.
P,(z) = 0 denkleminin p kath her reel kokii P,'(z) = 0 denkleminin
p — 1 kath bir koki oldugundan reeldir. ©

1 n : .. ..
(3) Pu(z) = 5 'dci—n((ﬁ —1)") Legendre polinomunun koklerinin reel ve

(—1,1) araligi icinde oldugunu gosteriniz.

Coziim:  2n. dereceden U,(r) = (22 — 1)" polinomunun 2n tane
x|y =Xy = -+ =2, = —1 ve Ty = -+ = Ty, = 1 kokleri vardir.
Problem 2 den dolay1 n. dereceden P, (z) = 514U (z) polinomunun,

Rolle teoremi geregince (—1, 1) icinde olacak n tane kokii vardir. o

(4) [a,b] C R {izerinde tammh f : [a,b] — R fonksiyonu verilmis olsun. a <
X1 < Ty < < Typg < Ty < b, wy(2) = (2 —2q)(x —22) ... (x — )

olmak tizere (m — 1). dereceden

wm(x)
m'(Tr) (T — w8)

Ly1(x) = Lina(fi2) = Z f(xk)w

k=1
polinomuna Lagrange interpolasyon polinomu denir. L,,_1(f;zx) =
f(zy), k=1,2,...,m oldugu aciktir. f fonksiyonu [a,b] ilizerinde m.

mertebeden siirekli tiirevlenebilir, yani f(™ € Cla, b] ise,

fm (e(@)

m!

f(@) = Lo (f;2) =

wm(x),z € [a,b]

olacak sekilde bir ¢(x) € (a,b) noktasinin mevcut oldugunu gosteriniz.

Coziim: Herhangi bir A € R sabit sayisi icin

gp(x) = f($) - Lm—l(f;x) - Awm(x)

fonksiyonu [a, b] tizerinde m. mertebeden siirekli tiirevlenebilirdir ve

olrg) =0k =1,2,... ,molur. A sabitsayisim z € [a,b]\{z1,x2,...,Zm}
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olmak iizere p(z) = 0 kosulundan secelim. Buna gore, T # xp, k =

f(@)—Lm-1(f7)
wim (Z)

bulunur. Bitim noktalari ¢(x) fonksiyonunun m+1 tane z, x1, x9, - - - , T

1,2,--+ ,m dolayisiyla w,,(Z) # 0 olduguna gore, A =

koklerinde olan m tane acik aralik icinde (Rolle teoremi geregince) ¢’ ()
fonksiyonunun m tane kokii vardir. Rolle teoremini ¢'(x) fonksiyonuna
uygulayarak onun m tane kokleri arasinda ¢”(z) fonksiyonunun m — 1
tane kokiiniin varligin1 elde ederiz. Benzer sekilde, devam ederek m.
adimda ™ (c) = 0 olacak sekilde bir ¢ = ¢() € (a,b) noktasinin mev-
cut oldugunu gérmiis oluruz. L, 1(f;x) ,m—1. dereceden bir polinom
olduguna gore, L, (f:x) = 0 ve wi” (z) = m! olduguna gore,

o™ (z) = f(z) — Am! ve buradan da (¢ (c) = 0 olduguna gore)
A= fmT(,c) bulunur. Bu ise, istenen esitligin dogru olmasi demektir. ¢

(5) Asagida verilen y = f(z) fonksiyonlari icin (4.37) formiiliini gercekleyecek
sekilde 0 = 0(zo; Az) fonksiyonlarii bulunuz.
(a) f(x) =az?+bx +c; (b)  f(z) =€

Cozim: (a) f'(x) = 2ax + b olduguna gore, (4.36) dan dolay:
a(xo + Ax)? +b(zg + Ax) + ¢ — ax? — brg — ¢ = (2a(xo + 0Az) + b)Ax

= 2aroAz + a(Ax)? + bAx
= 2azAr + 2a0(Ax)? + bAx

= a(Az)? = 2a0(Az)?
1
= 0= 3

bulunur.
(b) f'(x) = €” olduguna gore, (4.36) dan dolay1

zo+Ax zo

_ 6:130+9A1'Ax

= 2 —1=e""Ag
Az
one € —1
= /2% =
Azx
1 . et —1

0= 3™ Az

(& — e

4
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bulunur. ¢

(6) f:]0,400) = R,

3_2””2, 0<x <1 ise,
fle) =4, .
< 1<z <400 ise

fonksiyonu icin f(2) — f(0) = 2f(c) olacak sekilde ¢ € (0, 2) noktasin

bulunuz.
Coziim:
2
. o fa R -y EEEE
/ _ _ —
Ja) = i h =g =t
1
101+ o . f(1+h)_f(1)_ : 1+_h_1_

olduguna gore, f fonksiyonu x = 1 noktasinda tiirevlenebilirdir. f(2) =
3:./(0) = 3 ve

-1, O0<x<1 ise,
Play=q 7 ] |
-3 <x <2 ise

olduguna gore,
—2c, 0<c<1 ise,

f(2) = f(0) =2f(c),0 < c < 2= —-1= { )

-5, 1<e<2 ise
= ¢; = 3 ve ¢; = V2 bulunur. o

(7) f : (x9,+00) — R fonksiyonu (zg,+00) iizerinde tiirevlenebilir ve
hl;rn f(z) =0 ise,

lim —= =0
T——+00 €T

oldugunu gosteriniz.

Coziim: =z, € (0,400) ,n =1,2,--- ve lim =z, = 400 kosullarim

n—-4o00

saglayan herhangi artan bir (z,,) dizisi verilsin. mEIJPoo fl(x) = 0=

lim f'(z,) =0= Ve >03n. € N, n>n, icin

n—-+o0o

| f(a) | < (4.39)

£
2
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olur. Sabit ng > n. ve Vn > ny icin Lagrange teoremi geregince

| f(xn) = f(2n,)

Tpn — Lo
olacak sekilde bir ¢ = ¢(ng,n) € (zn,,z,) noktas: vardir. (4.39) ve
(4.40) tan

| = 1/ ()] (4.40)

| ™

T, — To 2
elde ederiz.

flan) _ flon) = f(2n,) (1 B @) L (@)

T Tn — Zo

olduguna gore, (4.41) den

f(@np) _(1_%)5 f(@n)

Ty Ty 2 Tn,

f (@) Tng \ €
< $—n+( _l’_n)§ (442)

oldugu elde edilir. (1-52)5 < § ve lim_ M) — f(z,,) Jdim =0
olduguna gore, (4.42) den dolay1 ny > n. ve yeteri kadar biiyiik n > ng
icin

In

olur. Bu ise, lim ﬂ;’%) = 0 dolayisiyla lir% 1@ — 0 olmasi demektir. ©

(
(8) f:[a,b] — R fonksiyonu icin
(a) f € Cla,b],
(b) f,(a,b) iizerinde tiirevlenebilirdir,

(c) f,la,b] tizerinde lineer bir fonksiyon degildir kosullar1 saglaniyor
ise,

FUCTIRAUST Oy (4.43)

olacak sekilde bir ¢ € (a, b) noktasi vardir. Gosteriniz.
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Coziim: [a,b] araligmin a = xy < 21 < -+ < x,_1 < x, = b olacak

sekilde bir P = {xg, 21, ,x,} parcalanmasi verilsin. O halde,
| f(0) = fla) | = [ D [f@) = flzia)] |
i=1

< Z | [f(zi) = f(zica)] | (4.44)

olur. Lagrange teoremi geregince Ax; = x; —x; 11 =1,2,--- , k olmak
uzere

f(xi) = flzia) = f’(Ci)Afﬁi

olacak sekilde bir ¢; € (z;-1, x;) nokatsi vardir. Buna gore (4.44) ten
| f0) = fla) | < D> | f(e) | Az (4.45)
i=1

olur. f,[a,b] tizerinde lineer bir fonksiyon olmadigindan dolay1 [a, b] nin

oyle bir P = {xg,xy,- -+ ,x,} parcalanmasi vardir ki ,

| f(cng) [= max{| f'(cr) [, [ f/(en) [} > 0,1 <mg <

olur. O halde, (4.45) ten
| F(0) = fla) |<] /() | D Ay =] f(cay) | (b= a),
=1

dolayisiyla (4.43) esitsizliginin ¢ = ¢,, icin dogru oldugu anlasilir. ¢
(9) f:[a,b] — R fonksiyonu icin
(a) f,[a,b], izerinde 2. mertebeden tiirevlenebilirdir,

(b) f'(a) = f'(b) = 0 kosullar1 saglaniyor ise,

1O = G IO - @] (o)

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktasinin mevcut oldugunu

gosteriniz.
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Coziim: f(z) = A (A sabit) fonksiyonu icin (4.46) nin her ¢ € (a, b)
icin saglandigy aciktir.Simdi f,[a,b] iizerinde sabit bir fonksiyon ol-

masim. Bu durumda (b) den f nin lineer fonksiyon olmadigi anlagilir.

fvep:[a, ] - R, o(z) = @ fonksiyonlarma [a, “]ve f vei) :

atb ), ¢(x) = @ fonksiyonlarma [+, 8] iizerinde Cauchy teorem-

ini uygularsak,

f(e£2) — f(a '(c a+b
IO _ S o
5 1
" £(b)— 725
b) — f(&= fl(ea) a+d
2 ) _
(b_sa)Q o 5 < ey <b
oldugu elde edilir.Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak;
8(f(b) = fla)) _ f'(er) | f'(ca)
- 4.47
(b—a)? cl—a+b—02 ( )

bulunur. f’(a) = f'(b) = 0 olduguna gore, (4.47) nin sag tarafi La-
grange teoremi geregince a < dy < ¢ ve ca < dy < b olmak fizere

Y

fle) | Sle) _ Jle) =) SO @) g

cg—a b—ocy cL—a b— co
biciminde yazilabilir.O halde, (4.47) den
81 f(b) — f(a
IO =IO <l a1+ )|

oldugu elde edilir. f(a) # f(b) olsun. (f(a) = f(b) durumunda (4.46)
nin Ve € (a,b) icin dogru oldugu aciktir).Bu durumda, | f”(dy) | ve

| f"(dy) | sayilarmndan en az biri sifirdan farkhidir.

max {| f(dy) [,] f"(d2) [} =] f*(c) |, (c = dy yada ¢ = dy)

dersek, ¢ € (a,b) olmak iizere

8|f(b)_f(a)| " 4 "
h—a) <2 f%(e) Iémlf(b)—f(a)lélf (©) |

olur. ¢
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(10) 0 < x; < xavef : [x1,%2] — R fonksiyonu [a, b] {izerinde tiirevlenebilir

(11)

ise,
1

To — T1

(x1f(22) — w2 f(21)) = f(c) = cf'(0)

olacak sekilde en az bir ¢ € (a, b) noktasinin mevcut oldugunu gosteriniz.

Coéziim: F(z) = L2 ve G(x) = L fonksiyonlar icin [z, z,] arahgnda

Cauchy teoreminin kosullari saglandigindan
F(xy) — F (1) _ F'(e)
G(z2) — G(z1)  G'(c)

(4.48)

olacak sekilde en az bir ¢ € (z1, x2) noktas: vardir.

F(xg) — F(x) = fwa) _ flw1) _ w1f(@2) = waf (1)

Y

i) T T1T2
o 1 1 o xr1 — T
Glaz) = Glan) = L2 - T T
fl(x)x — f(x 1
F/(LU) = ()T()7 G/(.%‘) = _ﬁ7 S ([lﬁ‘l,xg)

olduguna gore,

(4.49) & 1 (22) —waf () _ ef'(e) — ()

Tl — X2 —1

olur.Bu ise, istenen sonucun dogru olmasi demektir. ¢

Eger, f : (a,b) — R fonksiyonu (a,b) iizerinde tiirevlenebilirse ve
f'(x) fonksiyonu (a, b) tizerinde smuirh ise, , f fonksiyonu (a, b) tizerinde

diizgiin stireklidir. Gosteriniz.

Coziim: [’ fonksiyonu (a,b) {izerinde smirh olduguna gore, Vo €
(a,b) icin | f'(x) |< M olacak sekilde bir M > 0 sabit sayis1 vardir.O
halde, herhanbi bir € > 0 sayis1 icin § = 7 > 0 seklinde secildiginde
Yy, xo € (a,b) icin

| 21 — 22 |< 6 =| f(z1) — f(x2) | [Lagrange teoreminden)]

= f'(e) | | 11 —x2 |[< M | 21 — x5 |< € oldugu elde edilir. Bu ise, f nin

(a, b) tizerinde diizgiin siirekli olmas1 demektir. ¢
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(12) f : (a,b) — R fonksiyonu (a,b) iizerinde siirekli tiirevlenebilir olsun.
Bu durumda, Ve € (a,b) icin,

f(wg) = f(1)

= f'(c), 1 <c<mx
To — X1

olacak sekilde x1, 9 € (a,b) noktalar1 var midir?

Coziim: Vz € (a,b) icin f'(z) > 0 ve f, V|a, ] C (a,b) araliginda li-
neer olmayan bir fonksiyon oldugu durumda f, (a, b) tizerinde artandir.
O halde, V21,5 € (a,b), 21 < x5 icin

f(z2) — fl21)

To — I

>0

olduguna gore, (a,b) arahgmin f'(z) = 0 olacak sekildeki noktalar: icin

f(x2) — f(z1)

To — T

= (c) =0

esitligi saglanamaz.Ornegin, f : [—1,1] — R, f(z) = 2® fonksiyonu ve

V1, 9 € [—1, 1] noktalar: icin

3 _ .3
Ty — T
2 L=l t oy +22 >0
T2 — X1

olduguna gore, ¢ = 0 noktasi icin s6z konusu z; ve xo noktalart mevcut
degildir. ¢

(13) f,g: [ro, +00) fonksiyonlar: icin

(a) f ve g, [xo,+00) lizeride n. mertebeden tiirevlenebilirdir,
(b) f(k)(‘ro) = g(k)($0)7k = 07 1727 e, = 1 ;

(c) Vo € (20, +00) icin f™)(x) > ¢ () dir
kosullar1 saglaniyorsa, Vo € (xg,+00) icin f(z) > g(z) oldugunu

gosteriniz.
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(14)

Coziim: F : [xg,2] — R, F(t) = fOD(t)— g™ Y(t) (zy < ) fonksiy-

onu icin [z, ] araliginda Lagrange teoreminin kosullar1 saglandigindan
F(z) = F(zo) = F'(c)(x — o)

olacak sekilde bir ¢ € (xg, r) noktasi vardir.

Flrg) = flwo) — glao) = 0, F(c) = f() = g/(c) > 0 ve & — g > 0
olduguna gore, son esitlikten Vo > xq icin F(z) > 0, yani Yz > ¢ icin
f=U(x) > ¢ Y(z) oldugu elde edilir. Benzer sekilde, Vo > x, icin
fO=2(z) > g=2(x),---, f(x) > g(z) oldugu gosterilebilir. o

Asagidaki esitsizliklerin dogru oldugunu gosteriniz.

a) Vo € R\{0} icin e* > 1+ z ;

b ‘v’xER+101nx——<1n(1+zL‘)<x

(
(
(c
(d

)

)
)‘v’xER+101nx——<smx<x
) VY € (0, )101ntanx>sc—|——
)

() z,y € Ry ve 0 < v < (B icin (2 +y) (mﬁ—l—yﬁ)%,

Coziim: (a) f(z) =¢€" g(z) =14 x dersek f(0) = g(0) ve Vo € Ry
icin f'(z) = e* > 1 = ¢/(z) olduguna gore, Problem (13) e gore Vo € R,
icin f(x) > g(x), yani e > 1+ 2 oldugu elde edilir.

x < 0iken x = —t dersek f(t) = e * g(t) =1—t,t > 0 oldugu aciktr.
£(0) = g(0) ve ¥Vt > 0 icin f'(t) = —e™* > —1 = ¢/(t) olduguna gore,
YVt > 0 icin f(t) > g¢(t), yani Vx € (—o00,0) icin € > 1 4 x oldugu
anlasilir.

(b) fl@) =z —%, g(z) = In(l+2),h(z) =z, & > 0 olsun. f(0) =
g(0) = h(0) ve Yz € R, icin f'(z) < ¢'(z) < h'(z) olduguna gore,
Problem (13) ten Vo € R, icin f(z) < g(x) < h(x) ,yani VY € R icin
x — % < In(1+ ) < z oldugu elde edilir.

(c) flz)=a-— %,g(m) = sinz, h(z) = z dersek f(0) = ¢g(0) = h(0)
ve Vo € RyN\{2km : k € N} icin f'(z) < ¢'(z) < W/(x) olduguna gore,
Ve € RyN{2k7 : k € N} icin f(z) < g(z) < h(z) olur.x = 2km, k € N
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icin 2km(1 — 4 2) < 0 < 2k, yani f(2km) < g(2k7m) < h(2km) oldugu
actktir.Boylece Vx € R} icin f(x) < g(x) < h(x) dur.

(d) f(z) = tanzx,g(x) = = + x—a ,0 <z < 7 oolsun. f(0) = g(0) ve
Vo € (0,%) icin f'(x) = —1—|—tanxg( ) =1+ 22 tan’z > 22

6082

olduguna gore, f'(x) > ¢'(x) oldugu aciktir. Problem 13 e gore Va €
(0,%) icin f(x) > g(z) dir.
(e) Herhangi x,y € R, ler ve herhangi 0 < o < (3 icin

(@ +y*)n > (2" + )3 <=><<y> +1)a <<§>ﬂ+1)é

oldugu aciktir. Son esitsizligin dogru oldugunu gésterelim.% =t diy-
erek, ¢ : Ry — Ry, o(r) = (7 + 1)7 fonksiyonunu gozoniine alalm.
Vr € Ry icin Ingp(7) = LIn(¢" + 1) olduguna gore,

¢'(r) _ tTlnt (" +1)
o(r)  T(tT+1) T2
b t"Int In(t™ + 1)
= 90(7—) _SO(T)(T(tT—i-l) - 2 )
S G RO Ui (4.49)

T?(tT + ]_) (t‘r + ]_)t"'—i-l

olur. Buna goére Sonuc 4.4.15 ten dolay1 ¢(7) fonksiyonu (0, +o0)

iizerinde azalandir. Demek ki,
0<a<f<+4o0o= pla)>ph),

yani z,y € Ry ve 0 < a < [ icin (z* + yc’)i > (27 + yﬁ)% esitsizligi
saglanir. ¢

Lagrange teoreminden faydalanarak asagidaki esitsizliklerin dogru oldugunu

gosteriniz.

(a) x1, 29 € R, 21 < x5 icin arctan xo — arctanzy < xo — 21;
(b) 1,25 € [a,+00),a € Ry icin | Inzy —Inzy |< m—’“',

(c) 1,75 € [1,elicin | x; — %o |[<| X3 Inxy — x3Inxy [< 3e | xo — x5 [;
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CS sin x1 —sin xo
(d) X1, Lo € R 1C1n | T xox COS Xo |§| X1 — X9 |.
Coziim: (a) Lagrange teoremi geregince

arctan x5 — arctan z; = (arctan ), _,.(xy — 1)

olacak sekilde bir ¢ € (x1,29) noktasi vardir.arctanz fonksiyonu R

iizerinde artan ve Vx € R icin

0 < (arctanz)’ = <1
< ( ) 14+22
dir. Buna gore, Vxy, x5 € R, 21 < x5 icin
0 < arctan xy — arctanx; = —2(332 —1) <x9— 17

1+ec
oldugu anlasilir.
(b) x,22 € [a,400),a € Ry ve x3 < xp olsun. Vo € R, icin
(Inz)’ = 1 olduguna gore, Lagrange teoremi geregince

1
Inzy —Inxy = (Inx),_ (2 —x1) = E(xz — 1)

olacak sekilde bir ¢ € (1, x2) noktas: vardir. O halde,

1 1 1 1
a<r <c<a<40=> — < - < — < — =V, 29 € [a,+00),
i) C T a

x1 < xo icin (Inx fonksiyonu R, {izerinde artan olduguna gore,)

Ty — T
0< IHIEQ —lnxl < M
elde ederiz. Benzer sekilde, Vay, 25 € [a,+00), 22 < 27 icin 0 < Inzy —

In ) < —(361—1‘2)

. .. |CCQ—I1|
< S vani Vg, g € [, +oo) icin | Inzy — Inxy |[<

esitsizliginin saglandig1 anlasilir.
(¢) Vr € Ry icin (z’Inz) = z(1 + 2Inz) olduguna gore, Lagrange

teoremi geregince Vi, x5 € [1, €] icin

o’ Inxg — 2 Inwy = (2 Inx),_ (zo — 71) = (1 + 2Inc)(ze — 1)



490 Céziimlii Problemler

olacak sekilde x; ile x5 arasinda bir ¢ noktasi vardir. Vz € [1,¢] icin
1 <z(1+2Inz) < 3e olduguna gore, Vay, zo € [1, €] icin son esitlikten

| 29—y |<| 2’ Inzy— 2% Ina) |=c(1+2Inc) | 2y —21 |[< 3e | 20— |

oldugu,dolayisiyla,istenen esitsizligin dogru oldugu anlasilir.

(d) Lagrange teoremi geregince Yz, z9 € R(z1 # x2) icin

sinx; — sin g . ,
—— = (sinx),_, = cosc
T1 — T2

olacak sekilde x; ile x5 arasinda bir ¢ noktasi vardir. O halde, Va1, x9 €
R(z1 # x9) icin

sin x; — sin x»
———————— —cosxy | = |cosc—coszy |
Tr1 — T2
= |—28inC_$QSinC+x2|
2 2

[Vz € Ricin | sinz |< 1 ve | sinz |<| z | oldugundan]

<2|c—:c2|

<|z1 — 2|,
dolayisiyla, Vi, x5 € R icin istenen esitsizligin saglandigi anlasilir. ©

(16) Darboux Teoremi: f : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] iizerinde tiirevlenebilir
olsun. Bu durumda, f’(z) fonksiyonu f’(a) ile f’(b) arasindaki her
degeri en az bir defa alir.Gosteriniz.

Cozim: (a) f'(a)f'(b) < 0, érnegin, f'(a) > 0 ve f'(b) < 0 olsun.
f,[a, b] tizerinde tiirevlenebilir oldugundan, bu fonksiyon [a, b] tizerinde

sitreklidir (Bkz. Onerme 4.1.3). O halde, Weierstrass teoremi geregince
(Bkz.Teorem 3.2.7)

f(e) = sup {f(x) - € [a, b]}
olacak sekilde bir ¢ € [a, b] noktasi vardir.c € (a,b) oldugunu gérelim.

o< ) — i F@EN) = F(@)

h—0+ h

=30>0(0<d<b—a)Vhe(0,6)
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icin
fla+h) - f(a)
h
icin f(a+ h) > f(a) oldugu aciktir.Buna gore, f[a,a + d] arahginda

> 0= Vh € (0,0)

artandir, yani ¢ # a dir.Benzer sekilde, ¢ # b oldugu gosterilir. Demek
ki, ¢ € (a,b) . O zaman, Fermat teoremine gore f’'(c) = 0 dur.

(b) Simdi teoremi genel durumda, yani herhangi f'(a) ve f'(b) degerleri
icin ispatlayalim.f’(a) > f’(b) olsun ( f'(a) < f’(b) oldugunda ispat
benzer sekilde yapilir). A € (f'(a), f'(b)) olmak iizere F' : [a,b] —
R, F(z) = f(xr) — Az fonksiyonunu gozoniine alahm. F nin [a, ]
tizerinde tiirevlenebilir (Vx € [a,b]) icin F'(z) = f'(z) — A dir.) ve
F'(a) = f'(a) — A < 0,F'(b) = f'(b) — A > 0 oldugu aciktir.O halde,
(a) ya gore F'(c) = 0, yani f'(¢) = A olacak sekilde bir ¢ € (a,b)

noktasinin mevcut oldugu anlasilir. ©

4.4.2 Ek Problemler

(17) Lo(z) = e*Z=(2"e™") Chebyshev-Laguerre polinomunun kéklerinin

pozitif oldugunu gosteriniz.

(18) H,(z) = (—1)"e"’ (Zc—nn(e_xg) Chebyshev-Hermite polinomunun kdklerinin

reel oldugunu gosteriniz.

(19) Asagida verilen y = f(z) fonksiyonlar icin f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a)
Lagrange formiiliinii gercekleyen ¢ € (a, b) noktasim bulunuz.
(a) fl@)=2*; (b) flz)=>52"+2z;
() f@)=1m; () fl2)=Jz.

(20) Asagida verilen y = f(x) fonksiyonlar1 [—1, 1] araliginda Rolle teorem-
inin kosullarimi saglar mi?
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(¢) f(z) =

x+1, x <0 ise, {1—1:2, x <0 ise,

(b) f(z) = {

ev, x > 0 ise; 1—a3, x>0 ise.

(21) Asagida verilen y = f(x) fonksiyonlar karsilarinda yazihi I araliginda

Lagrange teoreminin kosullarin saglar mi?

(a) f(z)=|z| I =[-1,1];
(b) fla)=a5, I=[-1,1];
(¢) f(z) =4, I =[-1,2];
(d) f(zx) = %, I=a,b],ab< 0
x, x <1 ise,
() f(w) = { %, x> 1ise, I =10,4];

= Yotz —1), I =[—3,3].
(22) Asagida verilen f(x) ve g(z) fonksiyonlar1 karsilarinda yazihi I aralig

iizerinde Cauchy teoreminin kosullarini saglar mi?
(a) f(z)=e", g(z) = 125, I =[-2,2] ;
(b) f(a) =sinz, g(z) = Va2, I =[-8.8].

(23) Eger, f : (a,b) — R fonksiyonu sonlu (a,b) arahgmda tiirevlenebilir,
fakat sinirsiz ise, f’(x) fonksiyonununda (a, b) araliginda sinirsiz olacagini
gosteriniz.Bu sonucun tersinin dogru olmayacagini gosteren bir 6érnek

veriniz.
Cevap: f:(0,1) =Ry, f(z) = V&
(24) f,g: |a,b] — R fonksiyonlar icin
(a) f,g € C"a,b],

(b) fve g, (a,b) araliginda (n + 1). mertebeden tiirevlenebilirdir

kosullar1 saglaniyorsa ,

(k)
Z g )f(n+1 Z f k' )g(n—i-l)(c)
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olacak sekilde en az bir ¢ € (a, b) noktasinin varolacagini gosteriniz.
(25) Asagidaki esitsizliklerin dogru oldugunu gésteriniz.

(a) x € Ricin e > e.x;

)

(b) z € (—1,+00) icin €* > 1 + In(1 + z);
)

(

2

r € Ricin cosx > 1 — %

(c
d) :UER101ncoshx>1+—

(¢)

(f) =

(g) ze[-1,1]\ {0} 1c1n$——<arctanx<:v z—;;
(h) @ € (1,+00) icin 2¢/z >3 — <.

x € [0,00) icin arctanz < z;

€ (0, %) icin sinx + tanz > 2u;

(26) Lagrange teoreminden faydalanarak asagidaki esitsizliklerin dogru oldugunu
gosteriniz.
(a) Vz,y € Ricin | cosx —cosy |[<| z —y |;
(b) Vz,y € Ricin | sinz —siny |[<|z —y |;
(¢c) 0 <z <y,n e Nicin

n(y —)a" <y —a" <nly —2)y"

(d) 0 <z <yicin =% <In? < =4
e v Ty

(e) Vz,y € [0,1] icin

1
| 2* arctan z — y* arctany |< % lz—y]|.

4.5 Taylor Formiilii

(a,b) C R aralig: iizerinde (n+1). mertebeden tiirevlenebilen f : (a,b) —
R fonksiyonu ve bir 2y € (a, b) noktas verilmis olsun.Taylor formiilii yardimiyla,

S(@o), [(xo), -+ [ (o)



